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概要 

近年の経済統計の分析においては、統計学自体が進歩していることに加え、物理学や

生物学において用いられる手法の援用も増えるなど、手法の多様化と発展が顕著である。

これらは当然ながら高度に専門的であり初学者が容易に利用できるものではないが、本

稿ではこれらのうち二つの新しい手法を著者なりに理解するとともに、その理解の妥当

性を確認するため実際の金融データに適用することを試みた。その結果、比較的納得の

ゆく分析結果が得られたので、用いた解析手法をややていねいに解説するとともに、適

用結果を記述した。 

 まず第１部「不動産投資におけるリスクと価格決定—リスク中立確率のもとでのエ

ッシャー変換を用いて—」では、不動産投資と REIT（不動産投資信託）の概要を取りま

とめるとともに、不動産投資のプライシングを解説し、次いで J-REIT（日本版不動産

投資信託）先物価格の推定を行った。近年、日本では景気上昇が続き、不動産価格も大

幅に高騰している。不動産投資は代替投資（預貯金・株式・債券などの伝統的な資産で

はなく未公開株式や天候デリバティブズなどへの投資）の一つに挙げられ、その価値は

理論的にブラック・ショールズ式などから求めることができる。しかし、このような代

替投資の対象となる原資産は、株式や債券などとは異なって流動性が低いため、従来の

価格決定モデルをそのまま適用することは困難である。このためここでは、不動産一般

の価格を決定するモデルを導入するとともに、リスク愛好型とリスク回避型の 2つのタ

イプの投資家を考慮し、危険回避度や危険の大きさをモデルに盛り込むためにエッシャ

ー変換を使ってモデリングした。このモデルの妥当性を確かめるため、東証 REIT 指数

を用いてエッシャーパラメーター（危険回避度）を推定し、それを変化させた時の先物

価格をモンテカルロ・シュミレーションによって推定した。その結果、リスク愛好型に

なるにつれ先物価格が上昇することが判明した。これは、リスク愛好度が強まる場合に

は不確実性が大きい先物に対する需要が増大することを考えれば、妥当な結果と判断さ

れる。 

第 2 部「マルコフ連鎖モンテカルロ法の理解と実践 － TOPIX に対する感応度 βの
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推定 － 」では、近年、米国の学会等で注目されている「マルコフ連鎖モンテカルロ

（MCMC：Markov Chain Monte Carlo）法」という手法の概要を解説し、ついで現実

のデータに対する適用を試みた。MCMC を利用すれば、確率変数である未知のパラメ

ータθの平均値・標準偏差を求めることが出来る。すなわち、まず「マルコフ連鎖」（現

時点の値が一期前の値からのみ影響を受けそれより前の値からは独立であるという確

率過程）の 2 つの要件である、未知のパラメータθの初期分布p θ0 と推移核p θn|θn−1 

を仮定し、ついで無数の乱数列を発生させればθの新たな確率分布が求まるので、上記

の算出が可能となる。このようなMCMCは、日本でもようやく知名度が高まってきた。

しかし、回帰分析やニューラルネットワークのような手法とは異なり、大学生でも読み

こなせる入門書や、実際に動かすことができるプログラム例などがいまだほとんどない

ため、初学者が学習・活用するハードルはとても高い。そこで本稿では、著者自身が

MCMC について学習しながら、その内容を出来る限り易しくまとめた上で、実際のデ

ータに対して適用することによって理解の妥当性を確認した。そのため「トヨタの株式

投資収益率の TOPIX（東証株価指数）に対する感応度βの推定」を行った。感応度β

を求めるには、一般的に、X 軸に TOPIX の日次収益率、Y 軸に個別銘柄の日次収益率

をとってデータをプロットし、これに対して回帰分析を行って「係数β、切片α」を求

める。本稿では、回帰分析から求めたβが、MCMC を用いて求めたβの結果と一致す

るかどうかを確認することとした。今回の実験の結果、第一に、回帰分析では(β,α) = 

(0.92506, 0.00027)、MCMC による推定では (β,α) = (0.92480,0.00027)となり、

両推計の誤差は極めて小さいものにとどまることがわかった。第二に、MCMC の推定

に際しては、初期設定として「事前分布」を与えるが、それをどのように設定しても回

帰分析による（β,α）の値に極めて近い値に収束することが明らかになった。つまり

未知のパラメータの期待値・標準偏差を推定したい場合、MCMC を用いれば、それを

十分な精度で予測可能であることが分かった。 

 

キーワード：不動産投資、エッシャー変換、リスク、MCMC、事前・事後分布、尤度 
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はじめに   

近年の経済統計の分析においては、統計学自体が進歩していることに加え、物理学や

生物学において用いられる手法の援用も増えるなど、手法の多様化と発展が顕著である。

これらは当然ながら高度に専門的であり初学者が容易に利用できるものではないが、本

稿ではこれらのうち二つの新しい手法を著者なりに理解するとともに、その理解の妥当

性を確認するため実際の金融データに適用することを試みた。その結果、比較的納得の

ゆく分析結果が得られたので、用いた解析手法をややていねいに解説するとともに、適

用結果を記述した。なお、第 1 部は木上貴史が執筆し、第 2 部は風岡宏樹が執筆した。 
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はじめに  

 近年、日本経済も回復に向かい、日経平均株価も 2007 年 7 月現在 18,000 円台を推移

している。特に回復が顕著であるのが、不動産である。「平成 19 年地価公示に基づく地

価動向について1」によると、平成 18 年 1 月以降の 1 年間の地価動向は、地点数の多い

三大都市圏及び地方ブロック中心都市の地価上昇が押し上げ、住宅地及び商業地ともに

16 年ぶりに上昇となった。特に東京都の地価は上昇率が高く、銀座などの地価の上昇

は 1980 年後半のバブル期を超えるものとなっている。このような不動産バブルに連動

して、不動産投資も熱気を帯びてきている。 

 不動産投資は代替投資2の一つに挙げられ、その他には、未公開株や雷デリバティブ

ズなどの天候デリバティブズ、そしてヘッジファンドなどである。特に近年では金融工

学（Financial engineering）の発達により、高度な金融商品が出てきており、さまざ

まなデリバティブズ商品が生まれている。デリバティブズとは、その商品自体が価値を

持つということではなく、その原資産から価値が派生している商品のことである。例え

ばREIT3であれば原資産は、REITが所有しているビルや家屋などの不動産のことである。 

 上記のようなデリバティブズやオプションの価値はブラック・ショールズなどの価格

決定モデルなどから価値を求めることができる。しかし、このような代替投資の対象と

なる原資産は株や債券などの流動性の高い資産と異なり、流動性が低く、価格付けがな

されていたかったり、価値がよくわからなかったりするのが現状である。つまり不動産

や未公開株に投資してもその投資が割高か割安かわからないのである。特に不動産投資

                                                
1 平成１９年３月 23 日、国土交通省 土地水資源局発表資料 

2 現預金、株式、債券など伝統的なアセットクラスに代わって新しく導入された投資対象や投資手法のこ

と（野村アセットマネジメント HP より） 
3 Real Estate Investment Trust の略で、不動産投資信託と訳される。（John[1998]より） 
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においては、不動産鑑定士による評価に多数依存しており、これは不明瞭である。 

 そのため、本論では、住宅や土地などすべての家計にとって最も重要な資産である不

動産投資の価格モデルの決定を行った。また投資家はリスク愛好型とリスク回避型がい

るため、これを考慮し、危険回避度や危険の大きさをモデルに盛り込むためにエッシャ

ー変換を用いた。具体的には、東証 REIT 指数から算出される J-REIT の収益率を用いて

エッシャーパラメーター（危険回避度）を推定し、その上でエッシャーパラメータの値

を変えた時の先物価格の変化をみることを試みた。 

 本論の構成は以下の通りである。まず、第 1 章では不動産投資と REIT について概観

する。ここで、不動産投資熱のきっかけとなったと言っても過言ではない J－REIT につ

いて述べる。次に、第 2 章では不動産投資価格の決定モデルを完備市場と不完備市場に

分けて構築する。このモデルには投資家のリスク回避度としてエッシャーパラメータを

用いる。第 3 章にて第 2 章で構築したモデルを、J-REIT 指数から算出された収益率を

用い、エッシャーパラメータの測定を行う。またエッシャーパラメータの変化によって

先物価格がどのように変化するかをモンテカルロシミュレーションを行い、推定する。

そして最後に結論と今後にむけての挑戦を述べる。 
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第１章  不動産投資と REIT 

 

１．１ 不動産投資 

 不動産投資の現状をまず不動産投資が活発なアメリカから考察すると、大半は企業年

金の運用に用いられている。企業年金に占める不動産運用割合は 2002 年度末で 4％弱

である4。これは”Real Estate Equity5”の数字であり、REIT への投資を含めると 5%

弱となる。一方で日本の信託銀行の不動産残高は2004 年末で 1％弱と限りなく少ない。

ちなみにここでいう不動産投資には不動産担保付きローンなどは含まない。 

 2000 年前半の日本の信託銀行などが不動産投資に懐疑的な理由は 2 つあげることが

できる。①バブル崩壊後、全く底が見えない不動産マーケットへ不信感があること、②

ポートフォリオを組む際も資産クラスとしての不動産のリスク・リターン特性が釈然と

しなかったこと、などである。しかし、なぜ 2000 年前半から不動産投資熱が加速して

きたのか。 

 ポートフォリオのリスクを抑制するためには、収益を得る機会ができるだけ異なる資

産を組み合わせることが有効な手段である。代替投資商品の中での不動産投資のファン

ドの特性は、エクイティマーケットやボンドマーケットのリスクという伝統的な資産が

内包しているリスクカテゴリーとは異質のリスクになっているということである。 

 また不動産の価格形成は、バブル期の土地神話に基づいた絶対的な右上がりの傾向が

含まれている近似法を用いるのではなくて、将来のキャッシュフローから導きだされる

収益に基づいた投資判断をしている。この背景には、日本においても証券化がブームに

                                                
4 井出[2002]、森平[2003] 
5 不動産証券化ストラクチャーのエクイティ部分への投資のこと 
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なり、不動産の証券化にスポットが当たり始めたからである。これにより、不動産投資

が、一般的な金融商品への投資と同じように解釈しやすくなったのである。 

 このような理由により、景気が回復するにつれ、不動産価格も上昇し、さらに投資行

動も増加した結果、不動産投資が熱を帯びたのである。また日本版 REIT（J-REIT）が

2001 年 10 月から始まり、さらに不動産投資熱に拍車をかけた形になった。 

 

１．２ REIT6 

 REIT（Real Estate Investment Trust）とは、不動産投資信託の略である。REIT は

1960 年にアメリカ合衆国で生まれ、2001 年日本に導入された。信託を導管（SPV また

は SPC と呼ばれる）として二重課税を回避する商品となっている。形式には信託型（契

約型）と会社型の二つがある。信託型 REIT とは信託の形態をとる REIT である。信託＝

ビジネストラストと解釈され、信託宣言のもとに営利目的のために組織された団体のこ

とである。2000 年１１月、日本でも認められた。次に会社型 REIT とは株式会社の形態

をとる REIT である。現在ではアメリカや日本でもほとんどがこの形である。   

 では、REIT はどのようにして取引されているのか。REIT は、株式会社の株式に相当

する投資口を、市場において時価で購入することができる。また、このほか社債の発行

を行ったり、銀行など金融機関から融資を受けることもある。これは株式会社の性質で

あると言える。このようにして証券市場を通じて投資家から集めた資金と銀行など金融

機関から借り入れた資金を、オフィスビルを始めとする不動産などに投資し、売買益や

賃借料などの収益を投資口を購入した投資家に分配する形態をとる。REIT の対象不動

産に関する収益の確保、運営、管理、改修・模様替工事等の統括的なマネジメントを具

                                                
6 井出[2002]、川口[2001]、John[1998]、Ralph[2002]を参照。 
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体的に行っているのが、ビルマネジメント事業、またはプロパティマネジメント(PM)

事業であり、REIT の将来的な価値を評価する上で重要である。 

表 1 信託型と会社型の比較 

 信託型（契約型） 会社型 

形態 委託者（運用会社と）受託者（信販

銀行）の信託契約に基づいて設置 

資産運用を目的とする法人（会社）

を設立 

発行証券 受益証券 投資証券（株券） 

投資家 受益者 投資家（株主） 

投資家の 

意思表明 

なし 株主総会 

各国の状況 ・日本における投資信託 

・イギリスにおけるユニット・トラ

スト7 

・アメリカにおけるミューチュア

ル・ファンド8 

・イギリスにおけるインベストメ

ント・トラスト9 

         出典：（http://www.fudosan-toshi.com/reit/）より著者が作成 

                                                
7 イギリスの投資信託の一つで、契約型のオープンエンド型投資信託のことである。オープンエンド型投

資信託とは常に、自由に換金することが出来る投資信託のこと。換金は純資産価額にもとづいて行われる

投資信託のことである。 

8 米国の投資信託で、複数の投資家が資金を提供し共同で運用をするオープンエンド型のもの。 

9 イギリスの投資信託の一つで、会社型のクローズドエンド型投資信託のことである。クローズドエンド

型投資信託とは、発行者が発行証券を買い戻すことを保証していない投資信託のこと。投資家の側からみ

ると純資産価額に基づいた価格での換金は保証されていない。したがって、多くの場合、発行証券は証券

取引所などにおける市場価格に基づいて取引される。このため、必ずしも売買に用いる価格は純資産価額

とは一致せず、実際よりも高く評価される場合もあれば、低く評価されることもある。 
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1.2.1 REIT の特徴 

 REIT の特徴として、①流動性の高さ、②配当金の存在、③法人税の控除、④利回り

の安定性の 4 つがあげられる。まず①の流動性の高さについてである。従来の不動産で

あれば、多額の資金を要して所有する高額商品であり、流動性は悪かった。しかし REIT

は流動性の高い金融商品の性格を不動産に取り入れたものであるため、流動性の高い不

動産と見ることができる。次に②の配当金の存在についてである。REIT はエクイティ

やボンドと同じように投資家に対して配当がある。しかも REIT の大きな特徴として利

益の 90%以上を配当しなければならないという義務がある。エクイティがキャピタルゲ

インを期待する商品であるのに対して、REITはインカムゲインを期待する商品である。

③の法人税の控除であるが、②の配当金と密接に関連している。課税所得（キャピタル

ゲインは除く）の 90%以上を投資家に配当するなどの基準をみたせば法人税の課税が免

除される。これが投資効率の高い不動産投資を可能にしている。最後に④の利回りの安

定性である。REIT の利回りは不動産の賃料収入（キャッシュフロー）が基本で、それ

により配当金が支払われる。これにより安定的な収益を得ることができる。以下、図１

は大手不動産会社と REIT の売上構成を比べたものである。REIT は不動産の開発や販売

という高リスクのカテゴリをせず、賃貸や物件管理などの低リスクに集中している。ま

た三井不動産の例であれば、ビジネススキルには魅力である。しかし開発リスクは取り

たくないとなれば、三井不動産が保有するビル（霞ヶ関ビルなど）だけを切り離して、

プールし、そのポートフォリオのマネジメントを三井不動産やグループ会社に委託する。

これによりリスクは軽減されるのである。 
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     図 １ 大手不動産会社と REIT の売上構成 

 

            出典：2007 年度３月期決算データより著者が作成 

 ここでは景気と REIT の関係を述べる。J-REIT の場合、東京証券取引所に上場してお

り、少なからず景気の影響を受ける。REIT は不動産自体をベースにしているため、例

えばインフレの時には、物価上昇とともに不動産の価格も連動して上がるので、インフ

レヘッジの効果がある。しかし少なからず景気の影響を受けるのにも関わらず、REIT

の株価は変動しにくい。これはなぜであろうか。これは、REIT は家賃収入が大きな収

入源であるため、毎月払う家賃が瞬間的に乱高下することがないからである。テナント

がすべて急にいなくなるなどしない限りは収入が安定しているため、株価は変動しにく

い。これが REIT の株価安定性の理由である。 
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1.2.2 REIT の種類 

 REIT の種類を投資対象別に分類してみる。すると 3 つに分類することができる。①

エクイティ REIT、②モーゲージ REIT、③ハイブリッド REIT の 3 つである。まず①のエ

クイティ REIT であるが、不動産の所有権や持ち分に直接投資する REIT のことである。

このエクイティREITが全体の８割を占めている。次に②のモーゲージREIT10であるが、

不動産担保ローンに投資する REIT のことである REIT の初動期（1960 年代）にはメジ

ャーな存在であったが、今では全 REIT の 1 割程度を占めるにすぎない。そして最後に

③のハイブリッド REIT である。これはエクイティとモーゲージ REIT を組み合わせた

REIT のことで、①と②の両方の性質をもつ。しかしその性質の強弱は違いが見られる。

まず、配当利回りであるが、エクイティ REIT＜ハイブリッド REIT＜モーゲージ REIT の

順である。また成長性はエクイティ REIT＞ハイブリッド REIT＞モーゲージ REIT の順で

ある。配当利回りではエクイティ REIT よりも高いが、モーゲージ REIT よりも低いとさ

れる。一方成長性では、エクイティ REIT ほど高くはないが、モーゲージ REIT よりは高

いとされている。 

 

1.2.3 REIT における価格決定 

 証券投資信託はファンドが投資している株や債券の需要と供給で基準価格が決まる。

しかし、不動産投資信託の基準価格はファンドに対する需要と供給で決まる。これが不

動産投資信託と証券投資信託が大きく異なる点である。株式投資信託や公社債投資信託

                                                
10 過去においては稼働物件への貸付と同様、開発・建設物件への貸付にも投資を行っていたが、近年では

稼働物件のオーナーに対してのみ資金を貸し付けている。またモーゲージ REIT のポートフォリオは、一次

モーゲージローン（一次抵当権の付されたモーゲージローン）かモーゲージプール、またはその両方で構

成されている。ちなみにモーゲージプールとは GNNA(政府抵当金庫)、Ginnie Mae(ジニー・メイ)、FNMA(連

邦抵当金庫)、Fannie Mae(ファニー・メイ)の集合体のことである。 
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のような証券投資信託では、ファンドが投資している株式や債券などの価格が上昇や下

落によって、ファンドの基準価格は変動する。一方、不動産投資信託では、株式の発行

済株式数に相当する発行済投資口数は一定で、株式と同じように、ファンドに対する投

資家の需要と供給により基準価格は変動する。より多くの投資家がファンドを購入すれ

ば、ファンドの基準価格は上昇し、一方で、より多くの投資家が売ろうとすれば、ファ

ンドの基準価格は下落する。この受給は不動産市況、不動産賃貸市場の動向、金利や経

済見通し、各ファンドの運用成績に対する期待など様々な要因の影響を受ける。また、

保有するビルなどの価格が上昇して、不動産投資信託がそのビルを売却した際に売却益

が発生した場合には、他の保有ビルの売却損益と合算されて、投資家に支払われる分配

金に反映される。ただし、保有している不動産の価格の下落を嫌気して、投資家がその

不動産投資信託の売却に動くことになれば、売りが増えることでファンドの基準価格は

下落する。 

 

1.2.4  REIT におけるリスク 

 また REIT の原資産である不動産の投資には大きく分けて 9 つのリスクがある。①賃

料リスク（家賃収入が経済環境の変化などによって変動するリスク）、②借入リスク（不

動産を取得、開発する場合に借りる融資金の割合によって生じるリスク）、③流動性リ

スク（不動産が売れない、また市場価格よりも低い価格でしか売却できないリスク）、

④インフレーションリスク（インフレの影響で実質的な価値が目減りするリスク）、⑤

マネジメントリスク（不動産に高い資産価値を維持させるためのマネジメントの優劣の

リスク）、⑥金利リスク（金利の変動により生じるリスク）、⑦法制リスク（税制、建築

基準、ゾーニングなどの不動産に関連した法規制が変わることにより生じるリスク）、
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⑧環境リスク（不動産のある環境の変化により価値が変動するリスク）、⑨災害リスク

（地震などの災害により生じるリスク）である。この９つの中で REIT に大きく関係あ

るリスクは①、③、⑤、⑥である。この 4 つについては REIT を知る上で重要なので細

かく述べていく。 

① 賃料リスク 

REIT は毎月決まった家賃収入をもとに配当金を投資家に配当する。このときに借り

主が継続してその不動産を借りる保証はない。つまり企業の業績や家計所得の変化、

人口の増減、近隣環境の変化、税制の変化などにより、空室の可能性がある。これに

より、REIT の株価が下落することがある。 

③流動性リスク 

 不動産は金額の高い資産である。一つ購入することは民間であれば、人生を決めるこ  

 とと同じであると言われている。それゆえに高額なため、不動産そのものの売買がな 

 かなか行われない。つまり不動産が売れない、また市場価格よりも低い価格でしか売 

 却できないことがある。 

⑤マネジメントリスク 

 テナントの空室率や賃料は、そのテナントへの維持管理状況、あるいは、テナントへ   

 のサービス水準によっても変動する。その結果、そのマネジメントの優劣によるマネ 

 ジメントリスクが発生する。 

⑥REIT と金利の影響 

 現在日本はゼロ金利政策が解除されたものの、他国に比べて超低金利である。今後金 

 利が上がると予想される中で、REIT に対してどんな影響が起こるのか。REIT の価 

 値は金利が高くなれば下がり、金利が低くなれば上がる。現在の低金利下では国債や 
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 預金のリターンも低いため、REIT は魅力的であるが、逆に金利が上がると国債や定 

 期預金の利率も上がるため、双方のリターンが接近して、REIT の魅力が少し薄れる。 

 しかし、景気がよくなることときは、賃料も上昇するので配当が上がるが、時間差が 

 生じるという別の視点もある。 

 

図 ２ 金利変化における REIT と国債の関係 

 

                      出典：井出[2002]を参考に著者作成 

またこの他にも、大半の REIT はレバレッジ効果を狙うために投資資金の４割程度11を融

資でまかなっている。これにより金利が上がると、融資返済の負担が大きくなり、利回

りが上がるという危険性もある。 

 

                                                
11 井出[2002]、不動産証券化協会 HP より 
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1.2.5 J-REIT の現状 

 ここからは日本の REIT である J-REIT を見ていきたいと思う。J-REIT は 2001 年 9 月

に、2 銘柄・時価総額 2,500 億円で誕生した。以降わずか 5 年の間に、時価総額は 4 兆

円超に拡大した。これは大変な成長であると言える。 

図 ３ J-REIT 全銘柄の時価総額と銘柄数の推移 

 

                   出典：JAPAN-REIT.COM より抜粋し作成 

 市場開設当初 2001 年~2002 年前半は、実績が少なく株式市場全体における市場規模

も小さいため、認知が低かったことで価格は低迷していた。しかし、2002 年後半から、
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分配実績の蓄積、税制の改正、機関投資家が運用に採用する MSCI 指数への組み入れ等

の要因によって、次第に機関投資家へ浸透し始めた。さらに 2003 年には、J-REIT のフ

ァンド・オブ・ファンズ12の設定が可能となり、個人投資家へも裾野を広げた。2006 年

度末には 40 銘柄、時価総額約 5 兆円、取得価格ベースで約 5.3 兆円の規模になり、2005

年度末から比べて、銘柄数は 28 銘柄増え、時価総額と取得価格ベースは 178％増、156％

増と近年急速に拡大している。では次に簡単に、J-REIT の投資状況を考察する。 

図 ４ J-REIT 全体投資実績 

      （賃貸可能面積ベース）       （開示評価額ベース） 

 

                                出典：不動産証券化協会 

 この二つの図をみると面積ベースでは商業・店舗が大きくなっているのに比べ、開示

評価額ベースではオフィスの方が大きくなっている。これは商業・店舗には大きなショ

ッピングモールなどが含まれるためで、評価額ベースであると、一等地などの大きなビ

ルにオフィスが入っているため、割合が多くなっている。 

 

                                                
12 運用機関が、複数の投資信託を適切に組み合わせて、一つの投資信託にまとめたもの。利点としては、

もともとそれぞれの運用方針に基づき、分散投資されている投資信託を多数組み合わせることで、より広

範囲な分散を実現して、リスクを抑えることができる点と、もともと付加価値のある投資信託を組み合わ

せることで、それぞれの付加価値を統合することができることなどがあげられる。（野村證券 HP より） 
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図 ５ J-REIT 全体の稼働率の推移（賃貸可能面積ベース） 

 

                    出典：不動産証券化協会 

 これをみると、９５％以上の稼働率13を示しており、かなり高く稼働しているといえる。

これを見ても J-REIT はかなり安定的に成長していると考えられる。このように不動産

証券化市場は拡大を続けている。しかし、この J-REIT では完全にリスクをヘッジする

ことは不可能である。もともと原資産の取引がそこまで活発でないため、投資する際の

ベンチマークの存在が必要であると考えられる。しかもリスクのある世界であるため、

投資家がもっている強気（リスク愛好型）、弱気（リスク回避型）に関する相場観を考

慮した価格決定を行うべきである。よって次章においては、このような価格決定理論を

エッシャー変換を用いて行う。 

 

 

 

                                                
13 賃貸可能面積に対して賃貸されている面積の割合のこと。 
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第２章   不動産投資価格のモデルの決定 

 

２．１ 完備市場におけるモデル 

 完備14市場とは、ある資産や商品から得られる将来のペイオフを、他の資産や商品に

よって合成できる市場のことである。例えば日本における日経平均や TOPIX、アメリカ

における NY ダウ工業平均を持っていたときに、日経平均先物やオプションを用いてリ

スクヘッジをすることは、上記の 2 つを組み合わせて、無リスク資産からのペイオフを

合成していることになる。つまりコールの価格がわからなかったとしても、完備市場で

のペイオフの合成が可能であることにより、現在の価格（コール価格）は、既存で価格

のわかっている債券価格と株式から計算できる。しかし実際に世の中に完備市場は存在

せず、これはファイナンス理論の仮定においてでてきた概念に過ぎない。 

 ここで不動産市場を考える。不動産の売買は頻繁に行われていないので、不動産を 1

単位（株に例えると 1 株）買うことは不可能である。つまり株であるならば単元株単位

でしか購入できないことと同じように、不動産の場合もマンション 1 棟または 1 部屋単

位でしか購入ができないのである。1 部屋のリビング部分だけを購入などはできない。

そもそも不動産の流動性が高い場合でも、不動産や土地を 1 単位買うことは不可能であ

る。それは、投資家は不動産インデックスや上場されている投資信託、REIT などに投

資するため、不動産そのものの現在価値がわからないという問題に起因している。現在、

不動産の価値は不動産鑑定士が価格付けをしているため、投資家にとっては投資の原資

                                                
14 派生証券の価格決定理論では、ある資産の派生証券を、その原資産と無リスク資産を用いた自己充足的

な戦略で複製することから始まる。自己充足的な戦略で構成されたポートフォリオの満期時点の価値を派

生商品の価値と同じにできるとき、その派生商品は複製可能（replicable）であるという。任意の派生商

品が複製可能であるとき、市場は完備であるという。（森本(2000)より定義付け） 
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産である不動産価格は不明瞭なところが多いため、不動産デリバティブズの価格は不動

産価格を用いて計算できず、またブラック・ショールズの公式も同様である。 

 

２．２ 不完備市場におけるモデル 

 不完備市場とは、いくつかの資産で他の資産のペイオフを合成できない市場のことで

ある。不完備市場においては、原資産の価格を、デリバティブズの価値と無リスク資産

の価値から算出することができない。つまり、流動性が低いか、資産の売買が全く行わ

れない市場においては、原資産の価格を上記の方法で算出することができない。ゆえに

2.2 節においては不完備市場における価格決定モデルについて述べていく。 

 

2.2.1 エッシャー変換とは15 

 エッシャー変換とは、エッシャーパラメータ(

! 

h)と呼ばれる危険回避度（リスク回避

度）や危険（リスク）の大きさを盛り込んで価格決定を行うことである。これを、測度

変換（P 測度から Q 測度へ）を行うことで、加重分布による資産価格の決定としている。

このような方法は不完備市場の典型的な例である保険市場（Insurance Market）でよく

使われている。ここからは簡単な事例を用いてエッシャー変換の意味を直感的に説明す

る。 

 

 

 

                                                
15 数式展開（特にエッシャー原理）については①Buhlmann(1980)、②森本(2000)を参照。またエッシャー

変換の説明については森平[2003]に多くをよった。 
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図 6 ゲームのモデル 

 

                    出典：森平（2003）を参考に著者が作成 

 まずあるゲームをする。A さんは X の確率で勝つことができ、一回勝つごとに 7 ドル

手に入れることができる(Ya)。しかし１－X の確率で負けて、一回負けるごとに 7 ドル

払わなければならない(Yb)。またシナリオを簡単に理解するために

! 

X = 0.5とする。こ

こで、このゲームの期待値は 

   

! 

E
P
[x] = x "Ya+ (1# x) "Yb                  （2.1） 

となり、これを計算すると 

   

! 

E
P
[x] = 0.5 " 7 + 0.5 " (#7) = 0                 （2.2） 

となる。つまり期待値は０なのである。ここで期待値が０であるので、現在価値も 

   

! 

P
0

=
E

P
[x]

(1+ rf )
= 0                        （2.3） 

となる。また

! 

rf はリスクフリーレートを表す。ここでこのゲームに参加するかしないか

を、参加を検討している人をリスクという視点で分けて、分析する。するとリスクとい
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う視点では 3 つのタイプに分けることができる。①リスク愛好型、②リスク回避型、③

リスク中立型の 3 つである。それではこの一つ一つについて検討していく。①のリスク

愛好型は 7 ドルを手に入れることができるリスクがあるため、このゲームに参加しよう

とする。しかし、その一方で②のリスク回避型は 7 ドルを失うリスクがあるため、この

ゲームに参加しようとはしない。最後に③のリスク中立型は、リスクの平均に注目し、

ゲームへの参加を決める。そのため、このゲームの期待値は 0 であるため、参加をしな

い。 

 この結果をみると、リスクの選好によって、このゲームの期待値が変化していると考

えることができる。つまりリスクの大きさとリスク選好を加味した上で、現在価値を決

定すべきだといえる。そこで Ya に向かう際の重みとして Wa、Yb に向かう際の重みとし

て Wb という値を仮定する。するとこの場合のゲームの期待値は 

   

! 

E
P
[x] = (x "Wa)Ya + {(1# x) "Wb}Yb            （2.4） 

となる。またここで

! 

x "Wa = qa、

! 

x "Wb = qbとすると、（2.4）式は 

   

! 

E
P
[x] = qaYa+ qbYb                     （2.5） 

と変形される。また

! 

qaと

! 

qbはリスク中立確率と呼ばれており、このゲームにおいてリ

スク選好の重みである Wa と Wb の決め方をエッシャー変換と言う。 

 ここで、Wa と Wb を求めてみると以下のようになる。 

   

! 

Wa =
e
hYa

E
P
[e

hY
]

=
e
hYa

P
a
e
hYa

+ P
b
e
hYb                （2.6） 

   

! 

Wb =
e
hYb

E
P
[e

hY
]

=
e
hYb

P
a
e
hYa

+ P
b
e
hYb                （2.7） 
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また

! 

eは自然対数の底を表す。ここで（2.6）、（2.7）からわかることは分子の値が必ず

正の値であることである。これによりこれによりエッシャーパラメータが正の値であれ

ば、Ya の方により向かうリスク愛好型になり、負の値であれば、Yb の方により向かう

リスク回避型になる。 

図 7 リスク選好を重みとして盛り込んだゲームのモデル 

 

       出典：著者が作成 

 図 7 はその例である。h=-0.01 であるとき、X=0.5 は、重み Wa=0.9 で加重されて

! 

qa = 0.45となる。この結果より

! 

qb = 0.55も導きだすことができる。これはリスク回避

型を表しており、リスク回避型は Wa に向かう状況は低く見積もられ、Wb に向かう状況

は高く見積もられることを意味している。これによりリスクをエッシャー変換により盛

り込むと、リスクの取り方により現在価値が変わることが理解できた。また h=0 のとき、

Wa=Wb=1 となり、x=

! 

qa、1-x=

! 

qbとなる。この状況はリスク中立型と言える。以上が３

つのリスク選好により理解できるエッシャー変換である。 
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 では、ここからエッシャー原理について理論的に述べ、そのあとにエッシャー変換に

ついて述べる。まず n 個の主体を考え、確率空間

! 

(",F,P)の中で発生した事象（保険

事故）

! 

" # $によって主体 i が被る損失額を

! 

X
i
(")とする。さらに、この主体の間で

は保険契約を互いに結ぶことができ、それにより、事象

! 

"の発生で主体 i が得ること

の出来る保険金を

! 

Y
i
(")とする16。このとき保険料はある確率変数

! 

"によって 

   

! 

P Y
i( ) = Y

i
(")# (")dP(")

"$%
& = E Y

i
#[ ]                  (2.8) 

で表されるとする。ここで任意の

! 

" # $に対して

! 

Y
i
(")

i=1

n

# = 0が成立しているとき、

Y をリスク交換（risk exchange）と呼んでいる。リスク交換が成立しているとき、全

主体のトータルのリスク量は変化しない（保険リスクについては変化はない）。これよ

り以下、リスク交換が常に成立していると仮定する。 

 以上の条件設定のもと、主体 i の効用を

! 

u
iとおいて、その期待値が保険リスクにつ

いて最大化される。つまり 

   

! 

u
i
"X

i
(#) +Y

i
(#) " Y

i
(# ' )$ (# ' )dP(# ' )

# ' %&
'( 

) * 
+ 
, - #%&

' dP(#)        (2.9) 

を最大化する

! 

(" ,Y )の組を均衡と定義する。ここで

! 

u
iとして上記の指数効用関数を選

択し、

! 

Z = X
i

i=1

n

" と置き、計算することにより 

  

! 

" (#) =
e
$Z (# )

E[e
$Z
]
                            (2.10) 

となることがわかる。よって、あるリスクについて、その保険料は 

  

! 

E[Xe
"Z
]

E[e
"Z
]
                              (2.11) 

                                                
16 主体 i は、保険の出し手となることもできる。その場合

! 

Y
i
(")は負の値となる。 
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で与えられる。ここで X と（Z－X）が独立であると仮定すれば、(2.4)式は 

  

! 

E[Xe
"Z
]

E[e
"Z
]

=
E[Xe

"X
e
" (Z#X )

]

E[e
"X
e
" (Z#X )

]
=
E[Xe

"X
]E[e

" (Z#X )
]

E[e
"X
]E[e

" (Z#X )
]

=
E[Xe

"X
]

E[e
"X
]

     (2.12) 

となり、ここにエッシャー原理が導出される。 

 このエッシャー原理を用いて、エッシャー変換（Esscher transform）について述べ

る。エッシャー変換は、確率測度 P を、以下のようにして測度 Q に変換することである。 

  

! 

dQ(x) =
e
hx

E[e
hx
]
dP(x)                          (2.13) 

 この変換で求められた測度 Q のもとで、保険金額の期待値を計算して、保険料とする

保険数理（アクチュアリー）の方法がエッシャー原理である。またこの変換方法がエッ

シャー変換である。これは、リスク中立確率を求めて、そのもとでの期待値を価格とす

るデリバティブズの価格計算手法と同様である。よって 2.2.2 においてエッシャー変換

を用いた価格決定のモデルを述べる。 

 

2.2.2 価格決定モデル17 

 一般的に、エッシャー変換を用いた資産の価格決定は 2.2.1、この資産からの t 年後

のキャッシュフローが

! 

g(x)
18とすると 

   

! 

P0 =
E

0

Q
[g( ˜ x )]

e
rf t

=
1

e
rf t

E0
P

g( ˜ x )(
e

h ˜ x 

E
0

p
[e

h ˜ x 
]
)

" 

# 
$ 
$ 

% 

& 
' 
'               (2.14) 

となる。また

! 

P
0
はこの資産の現在価値、

! 

rf は無リスク金利、

! 

E
0

Qは時点０における Q 測

度のもとでの期待値、

! 

E
0

Pは時点０における P 測度のもとでの期待値、

! 

hはエッシャーパ

                                                
17 森平（2003a）、森平（2003b）に多くをよった 
18 

! 

g(x)は現物の場合は x そのものであり、コールオプションの場合は、権利行使価格を K とすれば、Max[x

－K,0]で与えられ、プットオプションの場合は、Max[K－x,0]で与えられる。 
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ラメータである。 

 ここで、T 期間後のこの資産からのキャッシュフローが、現在の資産価格にある確率

変数

! 

X
T
に指数変換したものであったならば 

   

! 

g( ˜ X ) = ˜ P T = P0e
˜ X T                        （2.15） 

となり、(2.14)式は 

   

! 

P0 =
E

0

p
[PT "Ee

h ˜ X T ]

e
rf T

E
0

p
[e

h ˜ X T ]
=

E
0

p
[P0e

˜ X T Ee
h ˜ X T ]

e
rf T

E
0

p
[e

h ˜ X T ]
           （2.16） 

となる。ここで両辺を

! 

P
0で割って整理し、確率変数 X の積率母関数19（mgf:Moment 

Generating Function）を用いると 

   

! 

e
rf T =

MX
P
(1+ h

*
,T )

MX
P
(h
*
,T )

                      （2.17） 

となる。また

! 

M
X

P
(h
*
,T )はエッシャーパラメータ h を用いた時の確率変数 x の積率母関

数である。（2.17）式を無リスク金利について解くと 

   

! 

rf =
1

T
ln

MX
P
(1+ h

*
,T )

MX
P
(h
*
,T )

" 

# 
$ 

% 

& 
' 20                  （2.18） 

となる。 

この（2.18）式からは無リスク金利は、期間とエッシャーパラメータ（h）と積率母関

                                                

19 で定義される関数。分布の特徴をいくつかの量で表すために、モーメント（積率）が

用いられる。たとえば、1 次の積率は分布の中心がどこにあるかを示し、2 次のそれは分布の中心付近にお

いて分布がどれほど集中しているかを示している。モーメントは理論的にその期待値を与える式より求め

られるが、一般には必ずしも容易ではない。そのため、モーメントを生成する関数として、積率母関数moment 

generating function と呼ばれる上式を定義した。 

20 ln( )は底を e とする自然対数を表す 
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数から計算できることがわかる。つまりエッシャーパラメータ（h）は、無リスク金利

と期間と積率母関数から計算できるのである。そして確率母関数はほとんどの確率分布

に対して計算されており、新たに計算をする必要がない。また、（2.18）式がマルチン

ゲール21に従っていると、エッシャーパラメータ（h）は、無リスク金利と将来資産価格

のボラティリティのみで表現できる。 

 ここで確率変数

! 

X
T
が平均

! 

µ、標準偏差

! 

"の正規分布をしていると仮定する。ここで

（2.18）式は正規分布の積率母関数を用いて、 

   

! 

rf "T =
# 2
T

2
+ (µ +# 2

h
*
)T                    （2.19） 

と表すことができ、これを変形すると 

   

! 

µ +" 2
h
* = rf #

" 2

2
                      （2.20） 

となる。（2.20）式の左辺は、資産価格の確率変数、つまり TOPIX や NY ダウ工業平均指

数、不動産価格指数などを表す

! 

µとエッシャーパラメータ（h）は一般的には分からな

い値であるが、その合計は右辺である無リスク金利からボラティリティを引いたもので

ある。この右辺はデータから推定でき、資産価格が（2.16）式で表すことができるなら

ばインデックスを表す

! 

µとエッシャーパラメータ（h）を推定することができる。 

 このことが意味することは、原資産のリスクはブラック・ショールズの公式における

ように価格が対数正規分布に従うと仮定することが難しいことが多いため、さまざまな

分布に従うことのできるエッシャー変換は優位であることである。 

 

                                                
21 価格がマルチンゲールに従うということは、当該資産価格を無リスク資産価格（国債などの債券）で割

ったときの値、「相対資産価格」がトレンドを持たないことを意味している。トレンドをもたなければ、現

在価格と将来価格との差の平均が０であることである。これは市場が弱度の意味で効率的である。（森平

(2003)、木島(1998)より引用） 
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第３章 REIT 投資におけるベンチマークの設定 

 

3.1 REIT 指数におけるエッシャーパラメータの推定 

 REIT 指数でもっとも有名であるのは東証 REIT 指数である。東証 REIT 指数22とは、東

京証券取引所に上場している不動産投資信託（J-REIT）全銘柄を対象とした時価総額加

重平均の指数である。 

図８ 東証 REIT 指数の推移 

 

              出典：Bloomberg より得たデータをもとに著者作成 

 この結果をみると J-REIT は順調に成長していると思われる。ここからはこの東証

REIT 指数より導きだされた J-REIT の期待収益率を用いて、エッシャーパラメータの推

定を行う。今回用いる指標は ARES（社団法人不動産証券化協会）発表の J-REIT 不動産

                                                
22 東京証券取引所に上場している不動産投資信託（J-REIT）全銘柄を対象とした時価総額加重平均の指数

のこと。東京証券取引所が毎日算出、公表している。また、この指数は、証券投資信託のベンチマークと

しても利用されている。例えば、第一勧業アセットマネジメントの運用する「DKA J-REIT インデックスフ

ァンド」や富士投信投資顧問の運用する「J-REIT アクティブオープン」のような J-REIT に投資するフ 

ァンド・オブ・ファンズなどが、この指数をベンチマークとしている。 



 27 

投資インデックスである。この総合収益率はインカムゲイン収益率とキャピタルゲイン

収益率の合計であり、REIT のタイプ別に算出されているものの加重平均をとったもの

である。 

          図９ J-REIT の総合収益率 

 

出典：日本不動産証券化協会よりデータ取得し、著者が作成 

 図９は 2002 年 1 月から 2006 年 9 月までの J-REIT の総合収益率である。これを用い

て、インプライドに危険回避度を推定する。エッシャーパラメータは投資家の効用関数

が負の指数型効用関数であると想定したときの危険回避度を表す。また、この場合の危

険回避度は絶対危険回避度一定という性格をもっている。 

 ここで、現物不動産価格が Q 測度におけるマルチンゲールに従っていると仮定する。

するとエッシャーパラメータの推定式は 

  

! 

"h* =
µ " rf
# 2

$ 

% 
& 

' 

( 
) +
1

2
                         （3.1） 
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となる。（3.1）式は投資パフォーマンスとしてあるシャープ・レシオ23に近似している。

この（3.1）式を用いてエッシャーパラメータを推定した結果は以下の通りである。 

平均 標準偏差 変動係数 h（エッシャーパラメータ） 

7.236218927 3.426978069 0.473586842 0.978213 

（注）無リスク金利は、2006 年９月初日の新発 10 年国債利回り24を使用した。 

 

３．２ 先物価格のモンテカルロシミュレーション25 

 エッシャー変換を用いて、先物の価格変化を推定した。3.1 において推定した平均と

標準偏差を用いて、東証 REIT 指数において今から１年後に価格１００で購入する、ま

たは売却する契約を結んだとする。この先物価格は、リスク中立確率を用いた期待値と

して計算すると 

! 

F
0
(T) = E

Q
[ ˜ S T ] = S

0
e

( µ +" 2
h )+

" 2

2

   （3.2） 

 このときリスク回避度（エッシャーパラメータ）の値を変化させたときの先物の価格

が変化するかを、エッシャーパラメータの値を-1 から 1 まで乱数を発生させる26ことに

よるモンテカルロシュミレーションを１００００回することで推定した。その結果は以

下の通りである。 

 

                                                
23 単純なリターンではなく、そのリターンを得るためにどれくらいのリスクを取っているかを計測する指

数。一般に、1 資産の相対的なパフォーマンスを表すのではなく、多くの資産の組み合わせであるポート

フォリオ全体のリスク調整後のリターンを意味し、高いほうがよいとされている。（野村證券 HP より） 
24 ニッセイアセットマネジメントより。 

（http://www.nam.co.jp/market/souba/0609/ks.html） 
25 モンテカルロシュミレーションについては牧本[2006]を参照。 
26 乱数の分布は一様分布を用いた。 



 29 

    図１０ エッシャーパラメータと先物価格の変化 

 

                          出典：著者作成 

この結果より、投資家のリスク回避度がリスク回避型（h<0）から、リスク中立型（h=0）、

リスク愛好型（h=0）になるにつれ、先物価格が高くなることがわかる。つまり投資家

が不動産市場の将来に楽観的になればなるほど、先物価格は高くなる。これによりリス

ク選好により価格が変化していくことがわかった。 

 

３．３ 適切なエッシャーパラメータの決定27 

 ここまでは投資家の危険回避度を示すエッシャーパラメータ（h）を推定し、付与す

ることで、不動産先物価格指数を対象にする先物やオプションの価格を推定してきた。

これは投資家のリスク回避度を盛り込んだ価格決定であり、リスク選好を加味している

ため、既存のオプションプライシング理論よりも優れてはいるが、その一方で投資家の

                                                
27 森平（2003） 
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もつリスク選好により価格算出が左右されやすいというデメリットも存在する。 

 このような問題があるため、適切なエッシャーパラメータの決定に効果のある方法が

2 点ある。 

 まず一点目であるが、3.1 で行ったように現物不動産価格が Q 測度におけるマルチン

ゲールに従っていると仮定し、エッシャーパラメータを推定する。これは不動産価格指

数の取引に市場性があると言い換えることができるので、これを仮定すれば投資家は現

物とそのデリバティブズによってリスクを回避できる可能性がある。 

 次に二点目であるが、市場性のある投資可能な資産の価格を利用する。例えば、不動

産インデックスへの投資を考える場合、特定の不動産会社や不動産株価指数、あるいは

より平均的に TOPIX への投資を考え、エッシャー変換を用いた現物価格式を用いて、エ

ッシャーパラメータを市場価格から逆算する。 

 この 2 つのどちらの場合でも、このようにして計算されるエッシャーパラメータの値

をベンチマークにして用いるべきである。 
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結論と今後にむけて 

 近年盛り上がりをみせる不動産投資であるが、投資の原資産である不動産自体は、株

や債券などの流動性の高い資産と異なり、流動性が低く、価値があいまいである。ゆえ

に自分自身の不動産投資が割高か割安かを判断するベンチマークとしてエッシャー変

換を用いた価格決定理論を示した。 

 エッシャー変換を用いた資産の価格は 

  

! 

P0 =
E

0

p
[PT "Ee

h ˜ X T ]

e
rf T

E
0

p
[e

h ˜ X T ]
=

E
0

p
[P0e

˜ X T Ee
h ˜ X T ]

e
rf T E

0

p
[e

h ˜ X T ]
 

で表すことができ、エッシャーパラメータは 

  

! 

µ +" 2
h
* = rf #

" 2

2
 

で推定することができる。エッシャー変換を用いるメリットとしては①価格がどのよう

な分布にも対応できるモデルである、②投資家のリスク選好によりベンチマーク作りに

なる、③市場価格がわかる場合は、逆算して求めることができる、の３点をあげること

ができる。このように不動産投資などの代替投資においては、無リスクヘッジが不可能

であることからリスクを考慮せざるを得ない。しかし別の視点からみるとリスクの大き

さや選好をもとにアクティブな投資が可能になるとも考えられる。ゆえに不完備市場に

おける価格決定理論としてエッシャー変換は大変望ましいものであると思う。 

 また今後に向けての課題であるが、エッシャー変換を用いた価格決定理論を M&A のリ

スク分析に拡張したいと考えている。M&A は常にリスクがあり、これにより企業のバリ

ュエーション方法も変化してくると考えられる。ゆえに過去の M&A データを用い、エッ

シャーパラメータの変化に応じた企業価値を推定したいと考えている。よって本稿は、

そのための一歩となったと思う。 
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はじめに 

近年、「マルコフ連鎖モンテカルロ法（MCMC：Markov Chain Monte Carlo）」とい

う手法を用いた研究が、米国の学会等で盛んに行われている。この MCMC を利用する

と、未知のパラメータθの平均値・標準偏差を求めることが出来る。これにはまず、「マ

ルコフ連鎖」（現時点の値が、一期前の値からのみ影響を受け、それより前の値からは

独立であるという確率過程）の性質を利用し、θの初期分布p θ0 と推移核p θn|θn−1 の

2 つを仮定した上で、このマルコフ連鎖を利用した無数の乱数列を発生させる。この無

数の乱数列からθの新たな確率分布が求まり、θの確率分布から未知のパラメータθの

平均値・標準偏差が求まる、という流れである。 

 このような MCMC について、日本でもようやく知名度が高まってきた。しかし、「回

帰分析」「ニューラルネットワーク」のような手法とは異なり、いまだ大学生でも読み

こなせる入門書や、実際に動かすことができるプログラム例などがほとんどない1ため、

初学者にとってハードルがとても高くなっている。そこで本稿では、筆者自身が MCMC

について学習しながら、その内容を出来る限り易しくまとめた上で、実際のデータに対

して適用する。 

以下、第１章「回帰分析を用いた TOPIX に対するα・βの推定」では、ファイナン

スの用語である「α」「β」の説明と、これの一般的な推定方法について記述する。第

2 章「MCMC を用いたα・βの推定」では、MCMC を実行するために必要なソフトで

ある「WinBUGS」に書いたプログラムを元に、これを動かすために必要な、MCMC

に関する重要な概念を整理する。第 3章「回帰分析・MCMC の推定結果の比較」では、

回帰分析によって求まったα・βの値と、MCMC を利用して求まったα・βの値が一

致（もしくは近似）するかどうかを検討する。それと同時に、MCMC を実行する際に

                                                   
1 確かに、和合（2005）のように、MCMC に関する日本語の文献は若干存在する。しかしこれらは MCMC

の「理論面」に偏っていたり、実用例が書かれていても、それに使用されたプログラム例とその解説が書

かれていない。 
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必要となる初期設定を変えると、異なる結果になってしまうかどうかについての実験を

行う。第 4章では結論と残された課題を述べる。 

 

第 1 章 回帰分析を用いた TOPIX に対するα・βの推定 

 個別企業の TOPIX（東証株価指数）に対する「α」「β」の値は、一般的に、Y 軸に

個別銘柄の日次株式投資収益率、X 軸に TOPIX の日次株式投資収益率をとってデータ

をプロットし、これに対して回帰分析を行い、「係数をβ、切片をα」として求める。

つまり、下図のように示すことが出来る。 

 

 

図 1：個別企業の TOPIX に対するβ・αの回帰分析による求め方 

 

 つまり「β」とは、市場動向にどれだけ敏感に反応するかを意味している。簡単に言

うと、「TOPIX が 1％上昇した場合、個別企業が何%上昇するか」ということである。

また「α」とは、市場動向に対する感応度とは別にした、各企業の株式投資収益率を意

味する。 
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本稿を書く動機の１つとして、MCMC の実践例（及び、それを解くためのソフトウ

ェア「WinBUGS」のプログラム）が皆無と言っていいほど公開されておらず、学習し

にくいことがあげられる。 

そこで本稿では、「初学者の」私なりの MCMC の実践例を１つ提示したい。 

 

 

 

 まず、回帰分析によるβ・αの推定を行う。 

 データ ：トヨタ・TOPIX の日次株式投資収益率 

 期間  ：3 年分 

 データ取得方法：AMSUS（Quick 社） 

 

図 2：回帰分析によるα・βの推定 

 

 上図は、トヨタの日次株式投資収益率を Y 軸、TOPIX の日次株式投資収益率を X 軸にと

り、３年分のデータをプロットした図である。これに対して回帰分析を行うと、次表を得

る。 

MCMC の実践： 通常は回帰分析から求めるβ・αを、MCMC を用いて求める。 
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表 1：回帰分析によるβ・αの値 

 

 これに対し、以下で MCMC によるα・βの推定を行う。つまり、MCMC によるα・β

の推定値が上表と一致（近似）すれば、MCMC の有効性が確認される。 

 

第 2 章 MCMCを用いたα・βの推定 

2－1 MCMCを実行するためのソフトウェアについて 

 MCMC を実行するための有名なソフトウェアとして、「WinBUGS2（フリーソフト）」が

挙げられる。本稿ではこの WinBUGS を使用して MCMC を実行することとする（もちろ

ん日本語化されたソフトではない）。 

  

 ここで、WinBUGS を用いた MCMC の実行プロセスを明確にするためにも、プログラム

の一部を以下に記載する。 

######################################################## 

##  MCMC のモデル設定 

######################################################## 

model 

{ 

for(i in 1:N) 

{ 

Y[i] ~ dnorm(mu[i],tau) 

mu[i] <- alpha + beta * X[i] 

} 

alpha ~ dnorm(0,1.0E-3) 

beta ~ dnorm(0,1.0E-3) 

tau ~ dgamma(1.0E-3,1.0E-3) 

} 

                                                   
2 WinBUGS の HP：http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugs/（2007/07/17 現在） 

係数 標準誤差
α （切片） 0.000268 0.000312
β （係数） 0.92506 0.031732

尤度の設定 

事前分布の設定 
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######################################################## 

##  データ設定（一部略） 

######################################################## 

list(Y = c(トヨタの日次収益率データ 3 年分), 

X = c(TOPIX の日次収益率データ 3 年分), 

N = 740) 

######################################################## 

##  初期値の設定 

######################################################## 

list(alpha = 0, beta = 0, tau = 0.011) 

 

 本稿で行った「MCMC を用いたα・βの推定」においては、上記のプログラムを実

際に使用した（一部省略）。このプログラムは、菅原（2004）と樋口（2002）を参考に

作成した。国内にはこの 2 つのペーパー（研究会の講義資料）ぐらいしか、WinBUGS

のプログラミングの方法について書かれているものはない。またこれらは、現実に存在

するデータに適用したものではないし、十分な説明はなされていない（5 枚程度）。 

 

 上記のプログラムを見て分かるように、MCMC のモデルを設定するために主に必要

となるものは２つあり、①尤度の設定、②事前分布の設定、である。これらと、これに

対応するデータさえあれば、MCMC を実行することが出来る。 

 では、以下にこれらの説明を行う。 

 

2－2 尤度・事前分布・事後分布とは何か －ベイズの定理を用いて－ 

2－2－1 尤度・事前分布が必要となる理論的背景 

 未知のパラメータをθ、既知として与えられるデータを Data と仮定したとき、尤度・

事前分布・事後分布の関係は、以下の式のように表わされる。 
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p θ|Data =
p Data|θ p θ 

 p Data|θ p θ dθ
∞

−∞

 

 

  

上式を「ベイズの定理」という。この式の中のp θ|Data を事後分布、p Data|θ を   

尤度、p θ を事前分布と呼ぶ。過去のデータ、及び新たに獲得したデータが与えられた

後の分布が「事後」分布であり、その前（つまり過去のデータのみ）の分布が「事前」

分布である。これらをつなぐのが、尤度である。 

 

では、このベイズの定理はどのように導かれたのか。この導入法を下記に端的に示す。 

 

p θ|Data p Data = p θ, Data  ・・・・（A） 

 

  これは、確率の定義である。左辺を定性的に解釈すると、「Data を選んだ時の確率

に、それを選んだ下でのθを選んだ時の確率をかける」ということであり、それはつま

り Data とθを同時に選んだことに他ならない。 

 この式をθについて動かす。 

 

 p θ, Data θ = p Data  ・・・・（B） 

 

 これは、θのすべてのパターン（確率）を考えるので 1 となり、つまり Data のみを

考えていることと同じである。 

 

事後分布 尤度 事前分布 

基準化定数 
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 では上式（A）（B）からベイズの定理を導出する。（A）の左辺にある「p Data 」を

右辺に移項し、下記となる。 

 

p θ|Data =
p θ, Data 

p Data 
 

 

 上式の分母に（B）を、分子に（A）を代入すると、下記になる。 

 

p θ|Data =
p θ, Data 

p Data 
=

p Data|θ p θ 

 p θ, Data θ
=

p Data|θ p θ 

 p Data|θ p θ θ
 

 

直観的に理解しやすくするために離散型で考えたから、分母が∑になっているが、こ

れを連続型にすれば「Σ」は「∫」になり、ベイズの定理が導出される。 

 

p θ|Data =
p Data|θ p θ 

 p Data|θ p θ θ
=

p Data|θ p θ 

 p Data|θ p θ dθ
∞

−∞

 

 

右辺の分母（つまり「 p Data|θ p θ dθ
∞

−∞
」）は「基準化定数」と呼ばれ、一定の値

（p Data ）をとるため、下記のように書き直されることが多い。 

 

p θ|Data ∝ p Data|θ p θ  

事後分布 ∝ 尤度 × 事前分布 

 

つまりこの式によれば、求めたい事後分布は、尤度と事前分布から求められることが

わかる。WinBUGS を利用する際、①尤度の設定、②事前分布の設定、の 2 つのステッ

プが必要であったのは、このためである。 
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2－2－2 実際に必要となる作業 

①「尤度」のプログラミング 

 本稿では、尤度のプログラミングを下記のようにした。 

 

Y[i] ~ dnorm(mu[i],tau) 

mu[i] <- alpha + beta * X[i]  

 

 このプログラムの意味を文章にして書くと、次のようになる。 

1 行目：Y[i]（トヨタの株式投資収益率）を正規分布（平均 mu[i]、分散の逆数3 tau）

と仮定する。 

2 行目：Y[i]は先ほど平均 mu[i]の正規分布と仮定したが、この mu[i]とは 「alpha + beta 

* X[i]」という形をしている。 

 

 つまり 2 行目は 1 行目を説明するものであるから、ここでは 1 行目を記述しなけれ

ばならない理由について記述する。 

 今回の実践例で求めたいものは、新たなデータが与えられた下での「β・α」の推定

値である。つまり、「事後分布 p β・α|Data 」である。ここで、ベイズの定理について

考える。 

 

p β・α|Data ∝ p Data|β・α p β・α  

 

 ここで言う「Data」とは Y[i]を指す。Data の中に X[i]を含まない理由は、Y[i]を考

える際に X[i]が包含されているためである（誤解を恐れずイメージしやすいように書く

と、Y[i] = alpha + beta * X[i]となるからである）。 

                                                   
3 通常、正規分布を仮定するとき、N(平均,分散)という形で与えることが多い。しかし、WinBUGS では分

散の逆数を与えることに、十分注意する必要がある。 

事後分布 尤度 事前分布 
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 つまり、「p β・α|Y[i] ∝ p Y[i]|β・α p β・α 」と書き直すことが出来る。 

 この式の尤度「p Y[i]|β・α 」の意味は、βとαが与えられた下での Y[i]の確率であ

る。だから、αとβを利用して Y[i]の確率分布を指定するプログラミングを書く必要性

がある。以上のように考えた結果、上記のプログラムを書いた。 

 

 既存の文献（レポート）である菅原（2004）と樋口（2002）では、「なぜこのプログ

ラムを書かなくてはならないか」という本質的な部分が抜け落ちており、本稿ではこの

部分を論理的に説明しようと試みた。（著者を含む初学者には、この観点が必要になる

と考える。） 

 

②「事前分布」のプログラミング 

 事前分布の設定に関しては「3－2 MCMC の柔軟性の検証」で議論する。端的に言う

と、事前に得られた情報から妥当と判断される事前分布を設定すれば、事前分布が異な

ったとしても、正しい値に収束されることが、本稿の実験から理解された。つまり、β

の値が 10（または－10）になる企業など考えられず、おそらく高々3（または－3）で

あると予想される。それならば、これを考慮した事前分布の設定を行えば、MCMC は

正しい値へ収束する。 

 

2－3 WinBUGSを実行した結果 

 以上のようなプログラムを実行し、下記の結果を得た。 

 

表 2：WinBUGS を実行した結果（MCMC における基本統計量） 
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図 3：MCMC によるα・βの事後分布の推定 

 

 

           

図 4：自己相関について 

  



46 

 

以上の図表が、MCMC の結果を解釈する上で特に重要となる。 

 表 2 で確認すべきは 2 点ある。1 点目は「①α・βの推定値（事後平均と事後標準偏

差）の確認」である。2 点目は「②MC error の値が事後標準偏差よりも十分に小さい

かの確認」である。今回、事後の標準偏差 >> MC error であることより、この MCMC

の結果は信頼に足ると言える。 

 また図 3 では、MCMC を利用して求めたかったα・βの事後確率分布が視覚的に把

握することが出来る。 

 図 4 は自己相関（Autocorrelation）を示したものである。MCMC を行う際、「マル

コフ連鎖」を用いる。マルコフ連鎖とは簡単に言うと「１期前以外からの影響は受けな

い」というものである（重要な概念であるから、「2-3-1 マルコフ連鎖とは）で詳しく述

べることとする）。図 4 を見ると、２期前よりあとに相関関係が見られないため、マル

コフ連鎖を用いた MCMC をするのは適正だと考えられる。 

 

2－3－1 マルコフ連鎖とは 

「マルコフ連鎖」とは、以下の式のように示される。 

 

P xn|x1 , x2 , ⋯ , xn−1 = P xn|xn−1  

 

 これは何を意味するのか。左辺は、全ての過去の値（つまりx1～xn−1）を与えたとき

のP xn の値である。また右辺は、直近のデータ（つまりxn−1のみ）を与えたときのP xn 

の値である。この両辺が一致するのであるから、直近以外の過去のデータ（x1～xn−2）

は、P xn に何の影響を及ぼさないと分かる。言い換えれば、直近のデータのみ現時点

に影響を与えると言える。この時、P xn|xn−1 を推移核と呼ぶ。 
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 この「マルコフ連鎖」の特徴を利用して、事後分布から無数の乱数を生成する。そし

て、無数の乱数を集積すると 1 つの分布が形成されるため、求めたいパラメータの期待

値・分散等を求めることが出来る。 

事後分布から乱数（モンテカルロ標本）を発生させる方法をマルコフ連鎖サンプリン

グ法という。乱数の生成法4は以下の通りである。 

初期分布 = p x1    推移核 Q = p xn|xn−1   と設定する。 

A) p x1  から乱数  x 1を生成する。 

B) p x2|x 1 から乱数  x 2を生成する。 

 

C) p xn|x n−1 から乱数  x nを生成する。  

 つまり、これを図示するとこのようになる。 

 

図 5：マルコフ連鎖を利用した乱数生成法 

 

つまり最初は初期分布から 1 点を選び（x 1）、次に、この値と次の実測値（x2）から

確率分布を作成し（p x2|x 1 ）、この分布に従って 1 点をランダムに選ぶという作業を

繰り返し行うことで、「x 1 → x 2 → …… → x n」という乱数のチェインが生成される。 

 

                                                   
4中妻照雄（2007）から引用、一部改編した。 

・・・・・・・・・・・・ 

無数に乱数の 

「鎖（チェイン）」 

を作成する 

実際の値 

初期分布 p x2|x 1  p x3|x 2  

・
・
・ 
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 ではここで、乱数のチェインの様子を見るため、WinBUGS の出力に話を戻す。 

 

図 6：MCMC のチェインを観察する 

 

 上図は 3 色の線から構成されていることが分かる。これは、3 本の乱数のチェインを

作成したためである。 

 ここで注目すべきなのは、チェインが「1001」からスタートしていることである。

これは図 5 を見ると分かるが、最初の値は初期分布から求めているため、完全な乱数と

は言えない。ある一定区間（今回は 1000 回）は乱数としては採用しないで捨てている

ため、1001 回目からとなっている。この捨てる期間のことをバーンイン（Burn – in）

という。 
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第 3 章 回帰分析・MCMCの推定結果の比較 

3－1 MCMCを用いたα・βの推定は回帰分析の結果と一致するのか 

 ここで、当初の目的に立ち返る。「MCMC によるα・βの推定値が、回帰分析によるも

のと一致（近似）すれば、MCMC の有効性が確認される」とした上で分析をスタートした。 

 そこで表 3 に、2 種類の方法で求めたα・βの結果についてまとめた。誤差の列を確認す

ると、極めて微小な差異があるが、これはほぼ一致したと考えていいと思う。 

 つまりこの結果から、MCMC が有効・有用な手法であることがわかった。 

 

表 3：回帰分析による結果と MCMC による結果の比較 

 

 

3－2 MCMCの柔軟性の検証 

 MCMC を WinBUGS で実行する際、①尤度の設定、②事前分布の設定、という 2 つ

事柄について設定をしなくてはならない。 

 ここで、1 つ疑問が湧いてくる。「②事前分布の設定」を変えると、結果が全く異な

ってしまうのではないか。もし結果が変わるのならば、未知のパラメータについても厳

格な調査を行った上で、慎重に MCMC を実行しなくてはならない。これではとても使

い勝手の悪い道具である。もちろん、「①尤度の設定」に関しては、分析したい内容に

よって一意に決定されるため、変更する余地がない。 

  

では、事前分布はどのような形状をしていたか。この事前分布の形状を変化させ（つ

まり初期値を変更し）、その結果を示す。 
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＜上記で実行した時の事前分布＞ 

alpha ~ dnorm(0,1.0E-3) 

beta ~ dnorm(0,1.0E-3) 

tau ~ dgamma(1.0E-3,1.0E-3) 

 

ここで以下の記述を分かりやすくするため、分布の形状を dnorm(A,B)、または

dgamma(A,B)とおく。そして A と B について変化させて、MCMC の結果に差異が生

まれてしまうのか検討する。 

 

 Alpha の A を 0～10 まで変化させる ：結果 表中の値はすべて同じ 

表 4：初期値を変えても正しい値に収束するか① 

 

 

 Alpha の B を 1.0E-3～10 まで変化させる ：結果 表中の値はすべて同じ 

表 5：初期値を変えても正しい値に収束するか② 

 

 

 

 

 

 mean  sd  MC error  mean  sd  MC error
alphaのA=0 2.66E-04 3.17E-04 1.84E-06 0.9248 0.03239 1.80E-04
alphaのA=1 2.66E-04 3.17E-04 1.84E-06 0.9248 0.03239 1.80E-04
alphaのA=2 2.66E-04 3.17E-04 1.84E-06 0.9248 0.03239 1.80E-04
alphaのA=3 2.66E-04 3.17E-04 1.84E-06 0.9248 0.03239 1.80E-04

alphaのA=10 2.66E-04 3.17E-04 1.84E-06 0.9248 0.03239 1.80E-04

alpha beta

～ ～ ～

～ ～ ～

 mean  sd  MC error  mean  sd  MC error
alphaのB=1.0E-3 2.66E-04 3.17E-04 1.84E-06 0.9248 0.03239 1.80E-04
alphaのB=1.0E-2 2.66E-04 3.17E-04 1.84E-06 0.9248 0.03239 1.80E-04
alphaのB=1.0E-1 2.66E-04 3.17E-04 1.84E-06 0.9248 0.03239 1.80E-04
alphaのB=1 2.66E-04 3.17E-04 1.84E-06 0.9248 0.03239 1.80E-04
alphaのB=10 2.66E-04 3.17E-04 1.84E-06 0.9248 0.03239 1.80E-04

alpha beta

～ ～ ～
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 Beta の A を 0～10 まで変化させる ：結果 表中の値はすべて同じ 

 

 

 様々な事前分布を当てはめても、正しい値（回帰分析によるα・βの値）に収束する。

ここで、βの性質上、とることが想定できないような値をとらせて実験する。 

 

 Beta について極端な値をとらせる ：結果 若干の誤差が生まれる 

 

 

 以上の分析から、未知のパラメータについての事前の情報があれば、それに基づいた

事前分布を仮定すれば、正しい値に収束すると言える。また、たとえ全く分からなかっ

たとしても、確かに多尐の誤差は生まれてしまうが、極めて近い値に収束する。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 mean  sd  MC error  mean  sd  MC error
betaのA=0 2.66E-04 3.17E-04 1.84E-06 2.66E-04 3.17E-04 1.84E-06
betaのA=1 2.66E-04 3.17E-04 1.84E-06 2.66E-04 3.17E-04 1.84E-06
betaのA=2 2.66E-04 3.17E-04 1.84E-06 2.66E-04 3.17E-04 1.84E-06

betaのA=10 2.66E-04 3.17E-04 1.84E-06 2.66E-04 3.17E-04 1.84E-06

alpha beta

～ ～ ～

 mean  sd  MC error  mean  sd  MC error
betaのA=10 B=10 2.06E-04 3.19E-04 1.86E-06 1.02 0.03277 1.86E-04
betaのA=5 B=5 2.52E-04 3.17E-04 1.85E-06 0.9461 0.03233 1.80E-04

alpha beta
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第 4 章 結論と残された課題 

 本稿では、「回帰分析によって求めたα・βの値が、MCMC によって求めた値と一致

（近似）するか」について検討することを通じて、MCMC の有効性を証明した。同時

に、事前分布の初期設定のいかんによって結果が大きく異なる可能性がないことを実証

した。また日本国内では未だめったに存在していない MCMC の実例提示（現実のデー

タに対して適用した WinBUGS のプログラム例も同時に提示）とその解説を、MCMC

の理論を踏まえた上で行った。 

 残された課題・論点としては 3 点ある。すなわち、①現在の株式投資収益率は直近よ

り前からの影響を受けないだけでなく直近の影響さえ受けない5がこれを「マルコフ連

鎖」と考えていいのかということ、②WinBUGS の処理の仕方についての文献が尐なく

完璧なプログラムであるとの確証がないこと、③英語の文献に使われている単語を日本

語訳する際に正確であるか不安であること、である。 

 これらの問題について十分に改善した上で、本稿を現段階よりも昇華させ、卒業論文

につなげたいと考える。 

  

 

                                                   
5 つまり、「株式投資収益率はランダムである」ということを意味する。株式投資収益率のランダム性に関

する議論は、安達・斎藤（1992）において詳しく行われている。 
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